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RESUM

El sistema d’equacions diferencials de la M. R. P. és reduit a un sistema més
simple quasi-lineal acoblat de quatre equacions diferencials per a quatre funcions de
quatre incognites. En donem una familia de solucions. Els operadors diferencials
que apareixen en les noves equacions de la M. R. P. sén caracteritzats geométrica-
ment.

INTRODUCCIO

En la teoria newtoniana de la gravitacié el problema dels n cossos és un
problema ben plantejat i soluble en principi. Per a cada cos val la segona llei de
Newton i cada cos és sotmes en cada instant a una forga que depén exclusivament
de les distancies relatives de la particula en qilestid a les n — 1 restants a I'instant de
temps en qiiestid. Com que les equacions del moviment son aixi equacions diferen-
cials de segon ordre, el coneixement de les posicions i velocitats de les n particules a
Iinstant inicial determina completament les trajectories de les particules. Adoptant
el llenguatge de L. Bel nosaltres caracteritzem aquest fet dient que la mecanica de
Newton és una ““mecanica predictiva”.

Aleshores es planteja la qiiestié de si resulta possible una mecanica predictiva
per a la interaccié classica de n particules sense estructura en relativitat restringida.
Suposem que un cert observador d’inércia, O, pogués descriure efectivament la
dinamica d’aquestes n particules a través d’un sistema d’equacions diferencials de
segon ordre en els vectors de posicid de les particules, és a dir:

i k
1 . .
©® Yo ioxi vl  ve=iXe
dt dt

on X,i, és el vector de posicié de la particulaa, t és el temps de I’ observador d’inércia
en qilestio i les wa representen 3n funcions de les posicions i velocitats de les
particules: les “forces” del problema.

D’acord amb aixd que acabem de dir, en (1) els indexs a, b,.... van des d’1 fins a
n, mentre que i, j,.... van des d’1 fins a 3. D’altra banda, cal entendre les posicions i
velocitats de les particules considerades simultiniament en el temps de I'observa-
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dor O. Aixi I'observador O coneix en cada instant I’acceleraci6 de les n particules si
coneix en aquell instant llurs posicions i velocitats. Tanmateix passa que si les coses
les mira un altre observador d’inércia, O°, aquest veura les posicions i velocitats,
que O veia simultaniament, essencialment no simultanies, la qual cosa sembla
condemnar d’entrada el nostre projecte de construir una mecanica relativista predic-
tiva (M. R.P.). Aquesta dificultat ha semblat tan insuperable des del mateix
naixement de la relativitat restringida, que durant més de seixanta anys ha marcat la
incapacitat de construir una dinamica relativista classica de n particules. Encara avui
no hi ha manual de relativitat on, en arribar al primer capitol de la dinamica, no
sigui hom confrontat amb la declaraci6 que la relativitat de la simultaneitat fa
impossible la formulaci6é predictiva del problema dels n cossos, i que llavors cal
necessariament introduir el camp amb el seus infinits graus de llibertat supletoris.
Haver trencat aquesta supersticié ha estat mérit de Currie [1), el 1966, i de Hill [2],
el 1967.

Si per a un cert observador d’inércia, O, la dinimica del sistema de n particules
és donada per (1), i si nosaltres volem garantir que aixd continui valid per a
qualsevol altre observador d’inércia, hem de demanar simplement que el grup de
Poincaré apliqui el conjunt de les solucions de (1) en ell mateix. Si aixd passa,
nosaltres direm, seguint L. Bel [3], que el sistema diferencial (1) és invariant per
Poincaré. Es a dir, que serd possible en principi de construir una M. R.P. si
existeixen funcions u3(Xy, Vlc‘) tals que els sistemes (1) corresponents siguin inva-
riants per Poincaré. Ha estat demostrat en [3] que efectivament existeixen sistemes
dinamics invariants per Poincaré; aixi, doncs, relativitat i predictivitat son definitiva-
ment consistents I'una amb I’altra.

Llavors, si (1) és un sistema invariant per Poincare, aixd vol dir que cada
observador d’inércia calcula les trajectories de les particules integrant sempre el
mateix sistema (les funcions vectorials i, son les mateixes per a qualsevol observa-
dor) només tenint compte de posar en cada cas les condicions inicials adequades [3].
Es a dir, les “forces” de O’ adopten la mateixa forma funcional respecte de les _X’;,
Vb que les “forces” de O respecte de les _X’a, Vb.

Deixant de banda la gravitaci6 de Newton, la fisica classica té una altra teoria
on hi ha formulat un problema de n cossos: I’electrodinamica classica. L’electro-
dinamica classica és essencialment la teoria d’una particula de prova en un camp
donat. Quan aquesta teoria s’estén formalment per a descriure la interacci6 electro-
dinamica (classica) de n particules carregades (cada particula es mou governada pel
camp produit per les altres n— 1 particules), és ben sabut que I'accié de la
particula a sobre la particula b en el temps t d’un cert observador d’inércia depén
de la posici6 i velocitat de la particula a al temps retardat (potencials de Liénard-
Wiechert). Quan en aquestes condicions hom formula la segona llei de Newton per a
cada particula, obté no pas un sistema d’equacions diferencials ordinaries de segon
ordre, sind un sistema d’equacions en diferéncies finites, i per a tals sistemes hom
no pot esperar en principi que posicions i velocitats inicials de les particules
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determinin les trajectories [4]; o, dit en el nostre llenguatge: en principi no hi ha
predictivitat.

Diguem de passada que els potencials de Liénard-Wiechert no sén I’Gnica
“sortida” de I’electrodinamica classica, justament a causa de les diverses teories que
hi ha darrera aquesta denominacié genérica. De qualsevol manera, perd —per
exemple en I'Electrodinamica de Wheeler-Feynman [S] [6]—, hom és sempre con-
duit a un sistema d’equacions en diferéncies finites amb la manca de predictivitat
resultant.

La M. R. P. podria ésser llavors el marc on el problema dels n cossos en
electrodinamica classica trobés una soluci6 satisfactoria i la manera de construir una
teoria coherent de la gravitaci6 a I'espai de Minkowski, teoria que no sembla haver
estat construida fins avui [7]. El primer d’aquests dos problemes ja ha estat tractat
per L. Bel i col.laboradors [8] [9].

Parlant de fer una electrodinamica predictiva es planteja el problema de si la
M. R. P. podra incloure el fenomen de la radiaci6. No cal dir que el camp, en tant
que entitat amb graus de llibertat propis independents de les posicions i velocitats
de les particules, no existeix en aquesta teoria. A més a més, donat un sistema
dinamic de n particules invariant per Poincaré, hom sempre pot construir deu
quantitats que es conserven: el moment lineal, 'energia, el moment angular i el
moviment del centre de masses del sistema [3]. Aixi no hi ha camp exterior a les
particules i no hi ha transferéncia de moment lineal i angular cap a 'exterior.
D’alguna manera podem dir, doncs, que el sistema no radia. Tanmateix aixd no vol
dir necessariament que tota mena de manifestacio radiativa caigui fora de la teoria.
En el marc de la M. R. P. la radiaci6 d’un sistema cap a I’exterior és simplement la
interaccié del sistema amb altres particules que no pertanyen al sistema i son en
general incontrolables. De tota manera un dels destins de la teoria sera potser el
d’ésser quantitzada, i potser el problema de la radiacié en tota la seva amplaria
shaurd de plantejar llavors. Justament fou el desig de quantificar la mecanica
relativista dels sistemes de particules alld que mena a fer un estudi del formalisme
canbdnic en aquesta teoria: sense massa precisié, diguem que el resultat d’aquestes
recerques pot ésser resumit dient que M. R.P. i formalisme canonic només son
compatibles si les particules son lliures (teorema de no interaccié [10]). Resta
oberta la questi6 de redefinir “formalisme canonic” d’una manera util i, alhora, que
no entri en contradiccié amb la invariancia per Poincaré.

Aix0 que acabem de dir, sobre I’abséncia de radiaci6 en la teoria, mostra que no
hi ha contradiccié entre predictivitat (I’acceleracié de les particules en un instant
donat és determinada per les posicions i velocitats de totes les particules en aquest
instant, siguin les que siguin les distancies relatives que les separin) i la velocitat de
la llum, ¢, com a limit superior de propagacié de les interaccions. De fet —en el
marc de la teoria— res no es “propaga” entre les particules. En tot cas, una velocitat
limit per a la propagacié de les interaccions tindria a veure amb el problema
segiient: provocada una pertorbaci6 instantania sobre una de les particules del
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sistema per una causa externa al sistema, quant triguen les altres particules a
acusar la pertorbaci6?

Anem ara als resultats propis d’aquesta memoria:

Partim d’un sistema dinamic de dues particules, predictiu i invariant per
Poincaré. Les equacions del moviment son les equacions (1). La invariancia per
Poincaré de (1) demana necessariament i suficientment [1] [2] [3] que les “forces”
My satisfacin el sistema d’equacions diferencials:

VOG- Xy 2 VAV O - XD - ¢ 57

S

(2) . .
=2ub V§ + V} b (ea=1,%4)

El nostre resultat fonamental ha estat de demostrar que, quan la invariancia per
Poincaré s’entén com invaridncia pel grup propi i impropi, el sistema quasi-lineal,
acoblat, (2), de divuit equacions diferencials per a sis funcions de sis variables és
equivalent a un sistema quasi-lineal, acoblat, de quatre equacions diferencials, per a
quatre funcions de quatre variables.

Després donem una amplia familia de solucions de les equacions (2) de la
M. R.P,, estudiem aquesta familia en el cas limit d’un sol cos i, finalment,
caracteritzem geométricament dos operadors diferencials, £y, que fan un paper
essencial en aquesta memoria.



I
LES EQUACIONS DE LA M. R. P.: DUES PARTICULES

Sigui un sistema dinamic de dues particules predictiu i invariant per Poincaré.*
Tindrem, doncs, un sistema tal com (1) on les funcions vectorials i} (i’a, Vc)
dependran de i’l , Y, exclusivament a través de

(1.1 X=X, -X,

(invariancia del sistema per les translacions d’espai) i a més a més les equacions (2),
lligades a la invariancia per les transformacions de Lorentz, que en aquest cas poden
ésser escrites

X0V by (v vE -, 51 2 4 ) T gy 2D
axs avs avi,
(12) oo
=2ub Vb + Vb

Aqui i pertot arreu en aquesta memoria, dos index iguals se sumen unicament
si s6n I'un i l'altre en posicions covariant i contravariant respectivament. Tanmateix
si qualsevol dels dos indexs apareix dins un paréntesi, llavors, tot i que siguin 'un i
Paltre en posicions covariant i contravariant, no s’hi sumen.

Alla on apareguin dos indexs iguals, un d’ells, perd, amb una prima, vol dir que
en la férmula en qiiestid aquests dos indexs cal que prenguin valors diferents. Aixi,
sib =1, aix0 vol dir que b’ = 2.

Per a la resta de les notacions remetem el lector a la introduccié d’aquesta
memoria. Aclarim tanmateix que en (2), tot com en (1.2), c, la velocitat de la llum,
ha estat presa igual a 1.

- 2 .
Les forces uy, d’un problema de dos cossos sempre poden ésser escrites

(1.3) zb=Bb X-‘-Ag Va
on By, Af son funcions exclusivament dels sis productes escalars de i’, V, , V, ,

* Invariant per Poincaré: és a dir, com expliquem a la introduccié, un sistema dinamic tal
que el grup de Poincaré transforma el conjunt de les trajectdries dinamiques possibles en ell
mateix.
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(1.4) X2,v2,h,=X.V,,q=V, .V,

Tenint en compte (1.3), és

au, 9AR . 3 AR . .
o) gv‘ax5+ %V;V§+Bb 5 4
axt  ax? dhe
(1.5)
3By . 3By, _ .
+2—2 XIXS + —2Xi v
ax? ah
3 uf . OAf . AL .
Qb apois 42280 yiye 2B yiye
avi 9 V?a)
(1.6)
AL . 3By . 3By . 3B, .
$220ive 12 B yive 2By OBy
aq 0 Via) oh, dq
i substituint (1.3), (1.5), (1.6) en (1.2), resulta
.m Rp X! XT + S XEVE + T Vi XT + UE2 Vi VI = ¢, A} 6
amb les definicions segiients:
3B 3B 3B
(1.8) Rp =2hy —2 + (V3 — 1) —> +(q - D— +
: ax? ohy’ dhy
, 3B 3B 3B
(- A {2V, Vo) — +(Va. Vo) — +hy—2 1+
aVE.) aq dhy
, 3B 3B 3B
+ (= 1)®) By, ; 2 hyr —% +hy—2 + X2 — 4 AP
V2., 3q dhy
3B 3B 3B
19)  sp=2(v2 - 1)—‘; +et(q-1)— +hy — — 282 By
av2, 3q ahgy)
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dA 9 A? A , .
g+(v1,-1)—5h—l"- +(q—l)—g+(—- )P A2, AD +

(1.10) T:=2hy ,
- ohg, (®”)

ax?

A}

2 —-; (VC . Vb’) +
Vi

3A} 9Af
+ (Ve. Vp)—+h
2

q ohy,

b’
+8%. By —85 By + (- * AS,.

+

, A2 dA? 3A?
+(= 1)® By { 2hy — +hy—2 +X2 2 l

oA d0A
. Ugg=2(Vi-1)— + _1N_°4 +
(1.11) B*=2(vi l)avz € (q9-1) 24 haa

+ 85 A - 8 A} — 2687 Af
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EL FORMALISME QUADRIDIMENSIONAL DE LA M.R.P.

Hi ha també una descripcié quadridimensional de la M.R.P. [11]. L’equivalén-
cia entre aquest formalisme i el formalisme tridimensional ha estat demostrada per
Bel [3].

En el formalisme quadridimensional, les equacions del moviment de les n
particules del sistema son

dud dy®
2.1) ; =g ), W=
T dr

on yg és el quadrivector de posicié de la particula a (o, 8,=0, 1, 2, 3) i Tés el
temps propi al llarg de les trajectories dinamiques. Les funcions Eg, les quadriforces
del problema, son funcions quadrivectorials dels productes escalars de les quadripo-
sicions i quadrivelocitats de les particules que satisfan les condicions

3 3
(2.2) ug Eea + % ii =0 (a#b)
ax(a) au( a)
(34 —
2.3) uy Eaa =0

a més d’ésser invariants per les translacions de I’espai de Minkowski.
En el cas de dos cossos E‘: sempre podra ésser escrit aixi:

(2.4) = y*+ A2 &+ % 1% By 5yP uyY 0
on @A‘;, #, son determinades funcions dels quadriproductes escalars

(2.5) Y% Y0 Wiag

i n%ByS és el simbol de Levi-Civita en quatre dimensions.






m
LA M. R. P. ] EL GRUP COMPLET DE POINCARE

Si demanem que la teoria sigui invariant pel grup de Poincaré ortocron complet
(propi i impropi) —és a dir, el grup de Poincaré ortocron complet aplica la familia
de totes les solucions de (2.1) en ell mateix— és facil de demostrar [12] que aquest
darrer extrem comporta

3.1 =0
i amb aixo (2.4) esdevé
(3.2 & =By y* +AD ul

Ara, calculant Eg com la derivada segona respecte a 7 de y¢, resulta

(33) g =0-vayt [ +(-vayt (Va ) Vi)
(3.4) £=(1-V) (V, . 7)

és a dir

(3.5) w=(1-V)(E -8 V)

i tenint en compte (3.2), resulta
(3.6) i =(1-V)Z X+ (1-V3)y2 42 (Vi - Vi)
és a dir, en la notaci6 d°(1.3),

(3.7) €, A2=0 ®

* Devem a X. Fustero el coneixement que (3.7) és una conseqiiéncia de (3.1), tal com acabem
de mostrar.
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D’altra banda, L. Mas [13] ha estudiat, en ’aproximacié modul v* /c4, una
e‘m}plia familia de lagrangians generant forces invariants per Poincaré (modul
v /c4)- Aquesta familia de lagrangians comprén en particular els lagrangians de
Darwin i el d’Einstein-Infeld-Hoffmann. Doncs bé: per a tots els lagrangians de la
familia, les forces derivades a ’aproximacio en qiiestio satisfan (2.11).*

Encara més: Bel i collaboradors [8] han construit fins a segon ordre en la
constant d’acoblament I'inica interaccid (electrodinamica) entre dues particules
compatible amb els potencials de Lienard—Wieckert. També en aquest cas resulta
automaticament (3.7) a I’ordre d’aproximacio en qiiesti6.

* Comunicacid privada de L. Mas.



v
LES EQUACIONS DE LAM. R.P.
I EL GRUP COMPLET DE POINCARE

Per totes les raons esmentades en el paragraf anterior, postularem (3.7). Llavors
les equacions (1.7) de la M. R. P. de dues particules resten reduides a

(a.1) R, =0
(4.2) s3 =
(4.3) Ti=
(4.9) U =0

Tenint encara en compte (3.7) i escrivint

=AD) o AV
(4.5) Ay =AM =_ A

les equacions (4.1) — (4.4) resten reduides a

3B 3B 3B
(4.6) Rb=2hb,5(—2—+(vz.— )2 +(q-1)—2 +

b’

0By,
2(V.Vy) — +(V.Vy)

+A,,
b
V(b')

9By oBy

+(-1)®) Bb.( 2h,, — +hy— +X?

avy aq

9By, JB oB
(47)  S2=2V2-1)—7 +¢,(g-1) —2+h, ——

(a) aq

3B, 3B
L N

ah,

+

ah,,,

oB
ah,.

b
(a)
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0Ay 2 0Ay 0Ay b
Ty =2hy,— + (Vi —1)— +(q-1) — +(~D¥ Ay, A,-B, +
2
X ah, ahy
4.8
“8) 0Ay 0Ay
d2v.v, )__-— +(V. V)— +h 2 0y
av2, 3q  ohy,
, A A A
+(-1)P B(b,)(Zhb. > +h, — +X? -"—>=o
2
V2, aq ah,
2A
(4.9) vd —2(v2—1) ret(q1) +h —>+
2 aq ah(a)

(b) A(a) a a —
+8; Ay —Ab—ZSbAb—O



v
"LA INTEGRACIO PARCIAL DEL SISTEMA (4.6)—(4.9)

De les equacions (4.6)—(4.9) hi ha les (4.7), (4.9) que poden ésser integrades
facilment perqué les funcions i les variables se separen. La integraci6 dona:

(5.1) B, =h (1-9) ¥,

(5.2) A, =AP =AY =12 (1-9)) ¢,

on wb iy s6n quatre funcions de les variables X2, M, Ny, N,

(5.3) M=(-VHY? 1-v) (1-9)"

(5.4) Na=(1-V2)2
Definirem també:

(5.5) P=MN, N,

Llavors prenent com a variables independents h,, h,, X2, M, P, N; sies tracta
de ¥y, vy, ihy, hy, X2, M, P, N, si es tracta de Y5, 92, en comptes de les h,, h,,
X2, q, v}, v3 i portant (5.4), (5.3) a (4.6), (4.8), obtindrem després de cilculs
pesats pero elementals:

(5.6) £y Uy =Ty

(5.7) £, 0, =5,

on £, és 'operador diferencial:
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d d d

=2P——— N, , —+ (=1)®? [M! M2=1) N2g, , + M-M'PN;?) ¢, ,] —+
'f'b ax? (b) aNb b*b b b M
(5.8) ’ 3
+{(-1D®) { (N2 P-1) g, + (X? +P) . | — M?NZ — P] —
aP
ion
(5.9) 7, =2(-1)®? ; (N2—P )y, + (1+HX2P )y, —NZMPP ]y, +

+ (= DE®YP? Yy ep

(5100 5, =[(-D®) }(2N,}-3P")¢b.+(2+3x21r')¢b, —3NZM?P g, +

+Py,

Hem reduit aixi, per a dues particules, el sistema acoblat quasi-lineal (1.2) de
divuit equacions diferencials per a sis funcions de sis variables a un sistema aco-
blat quasi-lineal, (5.6), (5.7), de quatre equacions diferencials per a quatre equa-
cions de quatre incognites. De passada hem aprés quelcom d’explicit sobre
I'estructura de les forces possibles de la M. R. P.: que les funcions By, A} d’(1.3)
han de tenir la forma donada per (5.1), (5.2).



VI
LA INTEGRACIO DEL SISTEMA (5.6), (5.7)

Mirem qué diu la teoria d’equacions diferencials sobre la integraci6 d’un sistema
tal com (5.6), (5.7):

Suposem que completem convenientment el sistema (5.6), (5.7) amb les
equacions suplementaries :

(61) £y Uy =Ty

(6.2) L0 =8,

on 7Yy, 8y, sON expressions en X2, M, N,, V,,¥,, triades de manera que el
sistema (5.6), (5.7), (6.1), (6.2) sigui integrable. Siguin quatre funcions Vs 0y
solucié d’aquest sistema i tals que vinguin donades implicitament per

(6'3) ¢A(X2aMaNlaN2, d/l, d/‘l,‘pl)‘pl):CA

on C, sén quatre constants (I'index A va des d’1 fins a 4) i @, quatre funcions de
jacobia respecte a les Y, ¢, no nul. Llavors és facil de veure que cadascuna de les
funcions @ A satisfa automaticament les dues equacions diferencials (b = 1,2):

3 3 3 3
64)  £6, +7 LA O £ TP ..
A ba ba bb 3 bb 3
Y(b) Y(b) Vo) %)

Reciprocament, siguin quatre funcions Pa (X3, M, Ny, Nj, ¥y, ¥2, 91, 92)
solucié de (6.4) i de jacobid no nul respecte a les variables ¥ , ¢, . Aleshores
demostrem que les quatre funcions y,, ¢, definides per (6.3) son soluci6 del
sistema (5.6), (5.7), (6.1), (6.2). La demostracié va d’aquesta manera:

De (6.3) podem veure que resulta

0¢ o¢ o¢ 0o
(65) £,0, + &, ¥y a_A &% —= + £V —A 4 Loy - =

(b) ) W) )
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irestant (6.4)i(6.5)

0 0 0
66 (G y-n) a—f'l F (€ ¥y aﬂﬂﬂbwb,—ybb,)—?ﬁ +

(b) P(v) 1Y)

0dA
+ &Py —Spy) — =0
P(b%)

i com que hem dit que el jacobia respecte a ¥, ¢, de les quatre funcions ¢, és no
nul resulta que (6.6) implica (5.6), (5.7), (6.1), (6.2), com voliem demostrar.

Hom dedueix, doncs, que la integraci6 del sistema (5.6), (5.7), (6.1), (6.2) resta
reduida a trobar quatre funcions independents, cadascuna solucié de les dues
equacions (6.4). Llavors (6.3) determina implicitament la soluci6 general de (5.6),
(5.7), (6.1), (6.2), és a dir, determina una familia de solucions de (5.6), (5.7),
justament aquella familia que hem seleccionat en completar el sistema (5.6), (5.7)
amb les equacions (6.1), (6.2) que per hipotesi hem estimat compatibles amb
aquelles.

El métode que acabem d’exposar és, a aquest nivell, for¢a formal encara perqué
descansa sobre la hipotesi de la compatibilitat de (6.1),(6.2) amb (5.6), (5.7) (o alld
que és el mateix: que les dues equacions (6.4) pera @, son compatibles) sense que
hagi estat donat cap criteri per a determinar si, un cop triades v, ,. 18, en (6.1),
(6.2), aquestes equacions formen amb (5.6), (5.7) un sistema compatible.

Com que de tota manera el problema de la integracié exacta de (5.6), (5.7)
sembla massa complicat, ens limitarem a cercar solucions exactes en un cas
particular per al qual el métode formal exposat és suficient per a donar la solucid,
de manera que deixarem aqui sense altre tractament aquest problema de compati-
bilitat del cas general.



VI

UNA FAMILIA PARTICULAR
DE SOLUCIONS DE LES EQUACIONS (5.6), (5.7)

Cerquem solucions de (5.6), (5.7) tals que Yy, = O. Aix0, d’acord amb (5.1),
(1.3), (3.7), vol dir forces ‘_"b del tipus

-> >
(7.1) wy =Ay (Vy — V)

Amb Yy, =0, I'equacié (5.6) és automaticament satisfeta. Ens resta aixi el
sistema

(7.2) £, 0, =8y

D’acord amb el que hem dit al paragraf anterior, hem de formar les equacions
diferencials

0, g
(7.3) 89, +8,— +iyp, — =0
Y(v) Yo7
amb
(7.4) ¢, =9, (X*,M,N; N3, ¢y, v2)

i on el valor de ‘f'bwb ha d’ésser adequadament postulat. En particular el problema
de compatibilitat que aixd planteja pot ésser ignorat si ens limitem a cercar
solucions de (7.3) tals que

3
(7.5) % _o
dya’

Aleshores les equacions (7.3) s’escriven més explicitament
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09,
(7‘6) £1 ¢1+81 _0
oy,
N 09, —0
7.7 Y1
(1.7 2 91 2 P1 201
¢
(1.8) £62+£ ¢ —=0
0y,
o9
(1.9) £, 01+ 8, —=0
oy

Veurem que efectivament (7.3) i (7.5) son compatibles.
La soluci6 general, @,, de (7.6) determina implicitament una familia de
solucions, ¢, , de (7.2) a través (tenint en compte (7.5)) de

(7'10) ¢l (Xz»Mle»N2»¢1)=Cl

Llavors (7.7) és automaticament satisfeta. Analogament ho son (7.9), (7.8).
Anem a veure-ho concretament:
De (5.8), (5.10), tenint en compte Y= O i les equacions (7.6), (7.9), escriurem
explicitament
% N, oy, D®IMT ME-1)N2 g, % +
oM

71y 2P—
X Ny

b} a
+[(-1)®) (N2P-1) g, —MzNg—P]£ +

+ IED® QN2-3P") g, - 3NEMP g, 2 =0
)
El sistema caracteristic d’aquesta equacid diferencial és
(7‘12) dx? - dN(b) _ dM _
2P N, (- 1)(® Iyt (M’—I)NL’ Gy
dp dW(b)

(~DEINZP-1)p,.~M?N2-P  [(~1)®I(2N2-3P" )5, .~ 3N2M?P Iy,

on X*,M,P, Np» ¥1, 2 han d’ésser tractades com a variables independents.
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Quatre integrals primeres de (7.12) s6n

1.13) H, = (1-M*)e - O N Py

(7.14) I, =N2 P2 (1-M?)'/2 o

(7.15) J, =Ny — Nb)e-(-l)(b,) 'iy"z %+ HE,
(7.16) K, =X* +N2 +E, (J, —H, E,)

on hem posat

) ®
(7.17) E,= Je 2 ¢ N2 dNy

En aquesta integral N, iy, han d’ésser tractades com a variables independents.

L’obtenci6 d’aquestes quatre integrals primeres ha estat facilitada perqué en
(7.12) les variables se separen parcialment, de manera que hom pot integrar
separadament I'equacio:

(7.18) dNe) M
D®IMT (M2 —1)N2 ¢,

—Nb

que d6na justament la integral primera Hy .

La mera inspeccié de (7.13){7.16) diu que aquestes integrals primeres son
funcionalment independents, de manera que la soluci6 general de (7.11) és una
funcié arbitraria, ¢, , de les quatre integrals primeres en questio:

(7.19) ¢, =0, (I, Hy, I, Ky)

Aqui veiem de seguida que (7.3) i (7.5) son compatibles, car fent que no
depengui sin6 de I, tenim automaticament (7.5). Tanmateix aquesta no és pas
P'inica manera de tenir (7.5). En efecte, tenint en compte (7.19), I'equacié (7.5)
sescriu



28 UNA FAMILIA PARTICULAR DE SOLUCIONS DE LES EQUACIONS (5.6), (5.7)

] oH, 0 oJ 0 oK
9 OHp v 0lp 99 b_p

(7.20)
My o, Wy dvy Ky gy
D’altra banda és:
H
(1.21) Mo _cp® N2 H,
a\ob,
a 3E,  (-1)® —1)®
(7.22) ® =H (= L& N2 Eb)+( ) N2J,
0Py G 2
K 3E
(7.23) =2 =1, 2 2+ )™ N2 E)
3¢b, awb.
i Havors (7.20) esdevé

(1.24) Hp —— +-J, — +-H, —+
3K

p, 1 agy (1 3y . Iy )(E
b
Mgy 2 W) \2 "3,

3E
b H2=1PN; —2 ) =0

(b) y Ky, 3y

En aquesta equacié apareixen les variables independents X2, M, Ny Ni»» 9y
¢~ Fem un canvi de variables de manera que tinguem com a noves variables
independents les Hy, I, J;,K;, Ny, 9. Llavors en (7.24) les N, , y,, apareixen

oE
inicament en el factor E; + 2(-1)(b)N§ —ll. En conseqiiéncia (7.24) ésequivalent a

Py
d 1.2
(7.25) H, 9 1 . % _
Hyy 2 0y,
1.3 d
(7.26) “H, M M
2 Vg, Ky,

La integral general d’aquest sistema és

(727) ¢b = ¢b (lb’ Kb - H{; J%)
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Un cilcul elemental déna
-1 12 = y2 2 2 -1 2
(7.28) Kb - Hb Jb =X? + Nb +(M*-1) (MNb, - Nb)

i hom veu que efectivament K, - Hb" Jt’, no depén de y,,. Podem escriure
_(7.27) més explicitament:

(7-29) ¢b= ¢b [N; P-a (l—Mz)l/z ‘pb ’ xz + N; +(Mz_l)-l (MNb’ - Nb)z]
i posant
(7.30) ¢, =Cy

amb Cb dues constants arbitriries, ens resta finalment com a familia de solucions
obtinguda per a (7.2) amb ¥, =0:

(7.31) ¢, =M (1-M?)"2 N2, F, [X? + N2 + (M2-1)" (MN,, —N,)?]

amb Fy dues funcions arbitraries de I'argument que hi apareix.






Vil
LES “SOLUCIONS A UN COS”

Suposem que la massa de la particula 2 és suficientment gran, relativament a
I'accidé que sobre ella exerceix la particula I, perqué puguem considerar nul.la la
seva acceleraci6.

-

(8.1) M2 =0

Llavors les equacions (5.6), (5.7) es redueixen a

(8.2) £l @1 =8l
(8.3) £1d1=n
amb
) ) )
(8.49) £,=2P— —N;,——— (P +M?N?}) —
0X? oN, oP
(8.5) v, =-2M?P! N1y,
(8.6) §,=—3M2P!' N1y, +Py,

D’acord amb alld que hem exposat en el paragraf 6, la integraci6 del sistema
(8.2), (8.3) demana la integracié de I'equacié diferencial lineal.

o¢ o¢
3.7 £+, —+86;, —=0
oy, I
on ¢ és una funcid
(8'8) ¢=¢(x2,M,P,N,¢1,¢’1)

i les variables X2, M, P, N, ¢,, ¥, son considerades com a variables independents.
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Tenint en compte (8.4), (8.5), (8.6), el sistema caracteristic diferencial de (8.7)
és:

dx? _dN, dp dy, dyy

—2P N, N}iM?+P 2NiM?P'y, 3NiM?Ply, Py,

(8.9)

Cinc integrals primeres independents d’aquest sistema son:

(8.10) M?, X?+P*M?N; =A, MN,—PM!N;=B
(8.11) NiP?y,=C, M?P3Njy, +P!N,y, =D

i d’aqui resulta que la integral general de (8.2), (8.3) és

(8.12) 1 =N2f

(8.13) ¢1 =N7 f+Nig

on f i g son dues funcions arbitraries de M?, A, B. En conseqiiéncia, tenint en
compte (5.1), (5.2):

(8.14) B, =(1-V})"' (1-¢)* f
(8.15) A, =(1-V3) 2 (1-q)? [h, (1-V3) /2 £+ g]

que resulta que és la soluci6 general al problema d’un cos. Aquest resultat coincideix
amb el trobat per Bel [14] per un cami tot diferent.

Posem ara wb =0, i tractem de trobar les solucions a un cos corresponents,
directament a partir del resultat del paragraf 7. En (7.13)—(7.16) posarem ¢, =
=9, =0,b=1. Sera:

(8.16) H, (g2 =0)=1-M?
(8.17) I) (p2 =0)=N3i P2 (1-M?)!/? ¢,
(8.18) Ji (p2 =0)=PN}' — N, M?

(8.19) K, (p2 =0)=X? + 2P — N} M?
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Per tant ha d’ésser:
(820) w1 =N} M? (1-M2)'/2 §(1-M? P N}! — N,M?,X? + 2P — N} M?)

on § es una funci6 arbitraria dels arguments que s’hi indiquen,
D’altra banda, posant y/; =0, (8.12), (8.13) donen:

(8.21) 01 =N3 g (M2, MN, —PM' N', X>+P2 M2 N})
i com calia esperar (8.21) i (8.20) representen la mateixa soluci6 general. En efecte:

entre les integrals primeres H; (92 = 0), J,(p2 = 0), K;(p2 = 0), d’'una banda, i les
M2, A, B, hi ha les relacions

(8.22) M?=1+H, (p,=0), A=K, (p,=0)+M?*J} (9, =0),
B=-M"1J, (p,=0)






IX
! INTERPRETACIO GEOMETRICA DELS OPERADORS £,

Suposem una funcié Q, funcié de les posicions i velocitats de les dues particu-
les del nostre problema (dotze variables en total),

©.1) Q=Q(x, Vi)

Cerquem funcions d’aquest tipus que siguin invariants pel grup de Poincaré.
Com que Q depén de dotze variables i el grup de Poincaré té deu parametres, podem
estar segurs que hi ha funcions invariants: és més, hi ha dues (12 - 10 = 2) funcions
invariants independents i inicament dues.

Comencem amb el subgrup de les translacions d’espai. La invariancia de Q
enfront d’a_guest subgrup es tradueix en 31 fet gue _rlecessz‘u'iament i suficientment Q
depén de X exclusivament a través de X = X, - X, mentre que la invariancia pel
subgrup de les rotacions d’espai implica necessariament i suficientment que la
dependéncia que gxh_.ibeix (9.10) sigui exclusivament a través dels productes escalars
dels tres vectors X, Vb.

9.2) Q=Q(X?* Vi, hy,q)

i ens resta analitzar la invaridncia per les transformacions de Lorentz pures i la
invariancia temporal al llarg de les trajectories dinamiques.

Sobre I'espai de dotze dimensions de les posicions i velocitats de les dues
particules, el grup de Poincaré actua segons una realitzacid, en la qual els
generadors, Kj, de les transformacions de Lorentz pures tenen I’expressio [3]:

(9.3) Kh: (ViX,, 6,8 - ViV, —u X))

En aquesta expressi6 ’index j va des d’u fins a tres, com és habitual, i serveix
per a enumerar els tres diferents generadors corresponents als tres parimetres de les
transformacions de Lorentz pures: en aquest cas les tres components de la velocitat
relativa dels dos sistemes d’inércia entre els quals es realitza la transformacié.
L’index A és I'index que enumera les components dels diferents vectors K, sobre
I'espai de dotze dimensions en que estan definits: A= 1,2, ..., 12, 1 (9.12) ha estat
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escrita amb la idea que les posicions de les particules I i 2 donen successivament les
sis primeres dimensions d’aquest espai, mentre que les velocitats donen les sis
darreres.

Llavors la invariancia de Q per les transformacions de Lorentz pures s’expressa
a través de I’equacio6 diferencial

. ) . d
9.4) ~vixt Q—+( 5'_v' —u xa.)i;o
3 axi 7 avi

aa]
a a

que tenint en compte (9.2) s’escriu més explicitament
. 2 0
(9.5) 12X (zhai +(V,. V) _9_> +
X2 oh,

d d
+ea( 2 i +2ivJ +é Qvla,) -
dh, av? dq

(h x, 2v2—Q+2 2 aQ)V’; -

ah,  "av? aq
- - 0Q > -_0Q - 9Q .
—{(X.p) —+2(V, . 1) —+e (V.. 0,) — X, =0
oh, av2 2

-> -> >

Substituim a tot arrey ern aquesta equacio X, per X, * X i després tinguem en

compte gue _9 depén de X, X, exclusivament a través de X. Finalment considerem
que X, V;, V, son linealment independents. Llavors (9.5) esdevé:*

aQ - > - > aQ - > aQ
(9.6) —[2h—+{(V.V) + X ) — +2(V, ) — +
X b Hp) ah, b V2
> > 0Q_ . 0Q > > 9Q > - _dQ
+e® (Vi - ) —1Xh = [Zha——+{(V2 . V) — e ——+ (X o) —+
aq axX dh dh,

e =
* A (9.6) hem posat: h=h, —h;, V=V,-V,
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> =_0dQ > < 0Q .
+ 2(Va.m)— (Vi) — 11X+
ov3 dq

3Q _ aQ Q.
+[2(1-V?) — —h,—+¢e* (1-9) —] Vi =0
av:  "ah, dq

> - - PR
i, com que Q depén de X,, X, exclusivament a través de X i que X/, ij‘: son tres
vectors linealment independents, resulta

aQ aQ Q ;0]
©7) 22 — +{(VV )+(x;;b)— +2(Vb;1b)-—+e (Vb, ub)——O
ax? oh, av2 aq
3Q d 3
(9.8) 2h,— + V2V, )€, —+(xﬁ’,) Q@
ax? h, av2
L Q
+ (vl Mz)—Q—O
dq
9Q aQ
(99 2(1-V? ) ~h,,—+€(1—Q—=0
@ av2 ’ah‘I U

Un cilcul elemental mostra que el primer membre de (9.7) és simplement

(9.10) Ve ta—
de manera que (9.7) expressa que Q es conserva en el temps:

(9.11) : =

Pel que fa a les dues equacions (9.9), Hur integracié ens diu que Q depén de
V:, h, q exclusivament a través de M, N;, N, o, encara millor per a I'estudi de
(9.8), exclusivament a través de M, N; P [vegeu (5.3), (5.4), (5.5)]:

(9.12) Q=Q(X*,M,N,,P)
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id’aqui: 3 3
Q 1 Q
(9.13) — = - (1-V3)'M—
av: 2 M
3 3 3
(9.14) --9=(1—v})"/2 (£ +N7! P—Q)
3h, aN, 3P
3 3
(9.15) —Q-=(1—v§)'l/2 N, M 2Q
h, aP
3 3
(9.16) _Q=(1_v§)'1/2 (1—v§)'1/2( 2 294 py 22 )
3q oM aP

Duguem aquestes expressions a (9.8) i tinguem en compte (9.4), (5.1), (5.2).
Resulta per a 'operador diferencial que actua sobre Q en (9.8):

0 > > b > > 0
9.17) 2h, —+{(Va.V) — e j— + (Xop) —+
ax3 ohy, oh,
3 >, 0 > > 0 2y 1/2 -1 N1
+ 2(Vautg)— + (V1. ) —=(1-V3z) "* M7 Ny &,
V2 3q

amb £, donat per (5.8). Es a dir, (9,8) esdevé:
(9.18) £,Q=0

- -> - . > -> > .
Si en comptes de posar X; = X + X; en (9.5), posem X, =X, — X, d’'una
banda hom torna a trobar (9.7), (9.9) i en lloc de (9.8) hom obté:

a0 5 o 9Q -+ > 0Q
—+ U X) —+2(Vy ) —+
oh oh, ov}

a

aoQ > >
(9.19) —-2h; —+ (G —Vl.V )
axz a a

- > 0Q
+ (V2.4.)—=0
aq
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és a dir
(9.20) £, Q=0

i hom veu que (9.7), (9.8), (9.19) no sén independents. En efecte, (9.7) és la
diferéncia de (9.19) i (9.8). En notacions més compactes tenim, doncs,

d
©21) MU -VHN; £ - (-VHENT g, Q=-0

Que (9.7), (9.8), (9.19) no siguin independents era esperable des del moment
que el conjunt de les transformacions de Lorentz pures i translacions temporals
depenen de quatre parametres i aixi la invariancia de Q enfront d’aquestes
transformacions s’ha de traduir en quatre condicions per a Q i, si (9.7), (9.8) i
(9.19) fossin independents, amb les dues equacions (9.9) aixd faria en total cinc
condicions en compte de quatre. A més, cosa completament bgnal, no p(_)gem
esperar de _,treure coses diferents utilizant dues relacions, X, = X+ X, i
X; =X, — X, que son completament equivalents.

Mirem el problema que ens hem plantejat en aquest paragraf des d’un altre
punt de vista. Considerem dentrada una funci6 Q=Q (X2, M, N;, N;) que es
conserva en el temps. Calculem £ (Kj) Q. D’acord amb (9.6), (9.7), ara sera:

(922) £(K) Q=—(1~VH)'f M N}! £, Q. X

o bé posant X; =X, — X en (9.5) (en compte de X, =X + X;) com ja hem dit
abans

(9.23) £(K)Q=- (1-VH/2 M N £, Q X

de manera que loperador £, (respectivament £,) multiplicat pel factor
~(1=V})'2 Mt N Xi= —h,(1-q)XJ (respectivament — h,(1—q) XJ) déna la
variacié infinitesimal d’una funcié dinamica de X*, M,N,,N,, invariant en el
temps, sota una transformaci6 infinitesimal de Lorentz pura.






X
CONSIDERACIONS FINALS

Després que hem posat les equacions (2) de la M. R.P. en la forma més
abordable (5.6), (5.7), hem donat una amplia familia de solucions. Tanmateix la
forma general d’aquestes solucions obtingudes no és 'apropiada per a construir una
electrodinamica predictiva o una teoria de la gravitaci6 a I'espai de Minkowski, que
son les dues aplicacions de la M. R. P. que hom pot pensar primer. D’altra banda no
sembla possible d’obtenir solucions exactes amb Y, #0 amb bon comportament a
Iinfinit i en definitiva suficientment realistes, a causa de la complexitat de les
equacions (5.6), (5.7) (un sistema quasi-lineal acoblat de quatre equacions diferen-
cials per a quatre funcions de quatre variables), i en qualsevol cas ningll no n’ha
trobades fins avui.

Com podem deduir d’alld que hem dit al paragraf 6, la solucié general d’un
sistema tal com (5.6), (5.7) és d’una riquesa enorme, de manera que es planteja el
problema suplementari de seleccionar, d’aquesta solucié general, la solucié particu-
lar adaptada al problema dinamic concret que estiguem considerant.

Sembla, doncs, que el problema de trobar una solucid fisica de (5.6), (5.7) ha
d’ésser abordat d’una manera aproximada. Es el que han fet Bel i col.laboradors [8]
[9] [15] desenvolupant les forces u,, entre dues carregues en la constant d’acobla-
ment i en el quocient de les masses (suposant la massa de la particula / “molt” més
gran que la massa de la particula 2) respectivament i treballant a diferents
aproximacions. L’arbitrarietat que els resta per a les forces, un cop integrades les
equacions de la M. R.P. a 'ordre d’aproximacié en qiiestio, és eliminada exigint
compatibilitat amb els potencials de Lienard-Wieckert. El que hom construeix aixi
és I'electrodinamica predictiva aproximada del problema de dos cossos.

Des d’un altre punt de vista, L. Mas [13] ha agafat els lagrangians de Darwin i
d’Einstein-Infold-Hoffmann (entre d’altres) i ha vist que les forces que s’hi deriven
(modul v /C4) son relativistes predictives.

Un altre punt de vista des del qual nosaltres comencem a treballar és el segiient:
desenvolupar en série de poténcies de X! , posar '2b = wlb =¢p=0 (particules
lliures) i prendre com a moment lineal, energia, moment angular i centre de masses
per a X - oo les corresponents magnituds del cas de dues particules lliures. Després,
utilitzar simultaniament les equacions de la M. R. P. [equacions (2)] i les formules
de transformacié per Poincaré del moment lineal, energia, etc. [3] a I'ordre
d’aproximacio6 en qiiestio.
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